Ligninger med en ubekendt

I dette kapitel kommer du til at laere om en ny metode til at lgse ligninger (og isolere variable). Metoden kaldes udpakningsmetoden. Efter en
introduktion til, hvordan metoden virker, ser vi pa, hvorfor metoden virker. Derefter bruger vi metoden til at lgse alle de ligninger, du steder
pé i gymnasiet.

Introduktion til metoden

Hvorfor en ny metode til at lgse ligninger?

I folkeskolen har du laert at lose ligninger ved at gore det samme pa begge sider af lighedstegnet. Den vil i det folgende blive
kaldt den klassiske metode. Det er en udmerket metode, der kan bruges til at lase mange ligninger. I gymnasiet vil du
imidlertid stede pé ligninger, som den ikke kan lgse. Der er derfor brug for en ny metode. Det er dog ikke sddan, at du bare
skal glemme den klassiske metode; den kan veere nyttig til at lave de forste omskrivninger, for man kan komme i gang med
den nye metode.

Der er fire grunde til at du skal laere om udpakningsmetoden:

Den virker altid

Det farste eksempel pé ligninger, som den klassiske metode ikke kan lgse er andengradsligninger. Prov for eksempel at lase
folgende andengradsligning:

Du vil sandsynligvis ‘tage kvadratroden pa begge sider’ (i den tro, at p v x> =x) og pd den made komme frem til losningen

x = 2. Det er korrekt, at x = 2 er en lgsning, men det er ikke den eneste! x = —2 er nemlig ogsa en lgsning. Du vil maske nu
indvende, at den kunne du da finde ved at ‘tage minus kvadratroden pa begge sider’. Gor du det, kommer du frem til -x = -2,
hvilket igen giver losningen x = 2. Den klassiske metode kan altsé ikke lose alle ligninger.

I afsnittet ‘Alle ligninger er forkledte simple ligninger’ ser vi, hvordan udpakningsmetoden sammen med en mere pracis udgave af den
klassiske metode kan bruges til at lgse alle ligninger.

Den er matematisk korrekt

Hvis man kun teenker pa ligningslgsning som ‘man mé gere det samme pa begge sider’, risikerer man at lgbe ind i problemer.
Det er for eksempel ikke tilladt at ‘sette i anden’ eller ‘tage sinus’ pd begge sider. Lees om hvorfor her. Med udpakningsmeto-
den gor vi kun ting, der er matematisk korrekte.

Den er lettere at bruge

Den klassiske metode kreaver, at du arbejder med begge sider af ligningen pa en gang i hvert skridt. Med udpakningsmetoden
arbejder man med en side af gangen.

Den giver struktur

Ved brug af udpakningsmetoden finder vi en lesningsstrategi, der virker for alle ligninger, vi skal kunne lgse; fra simple forste-
gradsligninger til komplicerede differentialligninger. Vi kan altsa teenke pd samme méde, hver gang vi skal lgse en ligning.

Tankelaesningsopgaver - en god made at tzenke pa ligninger

For vi gdr i gang med at lose ligninger, ser vi pa, hvordan man kan lgse sdkaldte ‘tankelaesningsopgaver’.

Hvad er en tankelasningsopgave?

Definition: (Tankelzsningsopgave)

Du har bedt en anden om at teenke pé et tal. Derefter har du bedt ham om at gore noget ved hans tal. Opgaven er at finde ud af hvilket tal
han teenkte pa.

Ovelse

Du har bedt ham om folgende:
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'Gang dit tal med 2 og laeg 1 til. Fortael mig derefter dit resultat'.

Lad os sige, han fik resultatet 5. Hvilket tal teenkte han p&?

Losning
For at finde hans hemmelige tal, gor du folgende:
Du ved, at det sidste, han gjorde, for han fik resultatet 5, var at laegge 1 til. For han lagde 1 til, ma han altsd have haft 5 — 1 = 4.
For han lagde 1 til, gangede han med 2. Det fik han 4 ud af. Men sd méa han jo have haft 4/2 = 2 for han gangede med to.
Han taenkte altsa pa 2!

Struktur pa lgsning af tankelsesningsopgaver
Vi laegger maerke til folgende struktur i vores lgsning af gvelsen i sidste afsnit:

Hans proces Vores proces
2 °
gang med 2 : trak 1 fra
v v
4 4
leeg 1 til  dividér med 2
v v

® @

Det giver anledning til at teenke pa tankelasningsopgaver pé falgende made: Hans proces svarer til en indpakning. Hver
gang han gor et eller andet ved sit resultat, tilfgjer han et lag. Vores opgave er at pakke hans hemmelige tal ud. Det gor vi
ved at fjerne et lag ad gangen ved at gore det modsatte af, hvad han gjorde.

Vores metode kan altsa skrives meget kort:

Gor det modsatte i modsat raekkefolge.

Som vi skal se i naeste afsnit, s& er det netop essensen af udpakningsmetoden: At forestille sig, at den ubekendte er blevet
udsat for en process (en indpakning) og derefter at udsette resultatet for den omvendte proces (udpakning) ved at gore det
modsatte i modsat raekkefolge ved resultatet.

Vi ser altsd, at hvis vi har styr pa folgende fire ting, sd kan vi lgse en hver tankelesningsopgave:

1. De enkelte lag. (Lag 1: 'gang med 2' og lag 2: leg 1til")

2. Rakkefolgen hvori lagene blev pafart. (Forst lag 1, s lag 2)

3. Resultatet af indpakningen. (5)

4. Hvordan vi fjerner hvert lag. (Lag 1: ‘divider med 2’ og lag 2: ‘traek 1 fra’)

Losning af simple ligninger med udpakningsmetoden

Hvad er simple ligninger?
Vi skal nu se, hvad tankelgsningsopgaver har med ligningslesning at gere. Vi starter med at begreense os til en bestemt type
ligninger. Inspireret af Frank Villas MatBog, kalder vi dem ‘simple ligninger’:

D e f i n i t i o n

En simpel ligning er en ligning, hvor den ubekendte kun optrader en gang.

Eksempel:
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Simple ikke-simple

2x+1=5

Jad(x?+2) =4

p-V=n-R-T

x% +log(x) = 4

sin(x) + tan(x) =5

4-sin(x) =x

Der er to meget gode grunde til at vi indferer begrebet 'simpel ligning':
1. Hver gang du i gymnasiet bliver bedt om at lgse en ligning eller isolere en ubekendt, er der tale om en (evt. forklaedt) simpel ligning.

2. De simple ligninger er netop de ligninger, der kan leses med udpakningsmetoden.

Hvordan skal jeg teenke?
For at lgse en simpel ligning opfatter vi den som en tankelzsningsopgave:
Vi tenker pa den ubekendte, vi er interesserede i (lad os kalde den x), som det hemmelige tal, vi gnsker at bestemme.
Vi sporger sé os selv:
1. Hvad er der sket med x?
2. I hvilken reekkefolge er det sket?
3. Hvad blev resultatet?

4. Hvordan fjerner jeg de enkelte lag?

Svarene pa de fire spergsmal er netop de fire ting, vi skal kende for at bestemme vores x og dermed lgse ligningen.

Eksempel:

Vi ser pé ligningen 2x + 1 = 5 og besvarer de fire spergsmal.

1. Der er blevet ganget med 2 og der er blevet lagt 1 til.
2. Rekkefalgen finder vi ved brug af regnearternes hierarki:
Forst ganges x med 2 og bagefter laegges 1 til.
3. Resultatet er 5.
4. Det yderste lag fjernes ved at traekke 1 fra og det inderste ved at dividere med 2.

Bemerk, at den eneste forskel mellem dette eksempel og eksemplet pa en lgsning af en tankelesningsopgave er trin 2: Vi skal selv finde
ud af i hvilken raekkefalge de forskellige lag er blevet péfort ved brug af regnearternes hierarki.

Vi er altsda kommet frem til folgende losningsmetode:

Ll ]

leeg 1 til

[l
Ol

lag 2

Bemerk, at vi kun regner pa hgjresiden. Pa venstresiden fjerner vi lag. Den pointe bliver mere klar i neeste afsnit, hvor vi skal se en
smartere made at opskrive ligningslgsning ved brug af udpakningsmetoden.
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Hvordan skal jeg skrive?

Tllustrationen i sidste afsnit viser, hvordan du skal taenke pa ligningslesning, men den er ikke ret praktisk, nir man for
eksempel skal lgse en ligning i en aflevering eller prasentere et bevis. Til det formaél er folgende notation nyttig:

Sl

2x+1 = 5
+17 d-1
2x = 4
227 y/2
X = 2

Sidste trin i udpakningen er at gore det modsatte af at gange med 2.

Bemeerk, at hvis du fjerner pilene, sa star der en lgsning, der er identisk med den, du ville lave med den klassiske metode.

Liste over omvendte operationer

For at finde ud af hvilken proces den ubekendte har varet udsat for (altsd indpakningen) har vi kun brug for regnearternes
hirarki. For at kunne lave udpakningen har vi brug for at kende de omvendte operationer til alle de operationer, der indgér i
indpakningen. Nedenfor er en liste over alle de operationer, du vil mgde i gymnasiet, og deres omvendte. Bemeerk, at skemaet
skal laeses begge veje: Den omvendte operation af en omvendt operation er bare operationen selv. Du skal derfor lede i begge
sgjler, nar du leder efter en operation.

Operation Omvendt Navn/kommentar
operation
+ —
/
1 1 . .
= = Reciprok veerdi
—- —- Fortegnsskift
2 £ Finder alle lgsninger
[ *-
. v - ma ikke vaere negativ
IOga :
f f For alle funktioner, f,
specielt sin, cos ogtan
) f Finder kun lgsnings —
funktioner

Typiske problemer
-x indgar

Noget, mange elever har sveert ved, er, nar den ubekendte bliver trukket fra. For ‘si er det jo ikke x, man gor noget ved'...
eller hvad?

Ideen er at bruge vores definition af minus: Vi opfatter minus som et fortegnskift efterfulgt af en addition.

Vi ser pé et eksempel:
4-x=5

Ideen er her, at ligningen kan leeses pa folgende méade:

4+(=x)=5
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Nu er det nemlig let at fa gje pa indpakningen:

Inderste lag: Skift fortegn.
Yderste lag: Leeg 4 til.

Udpakningen er derfor ogsa let ved brug af tabellen i sidste afsnit:

Forst traekker vi 4 fra 5. Det giver 1.
Sa skifter vi fortegn. Det giver -1.

Ligningens lgsning er derfor: x = —1.
x star i nzevneren
Noget andet, der ofte driller elever, er, nir den ubekendte star i nzevneren.

Ideen er at bruge vores definition af division: Vi opfatter division som reciprok veerdi efterfulgt af en multiplikation.

Vi ser pi et eksempel:
a+b

X

=c

Vi ser pa ligningen pé folgende made:
1
(a+Db)- e c
Nu er lagene lette at fa gje pa:

Inderste lag: Reciprok veerdi.
Yderste lag: Gang med (a + b).

Udpakningen er derfor ogsé let:

Forst dividerer vi ¢ med (a + b). Det giver a Jcr b

Sa bestemmer vi den reciprokke verdi af Jcr b Det giver a : b
a
Vi har alts lgst ligningen (eller isoleret x, om man vil) og faet x = a Jcr b .
Ovelser
Brug udpakningsmetoden til at lgse folgende ligninger:
1. 3x+4=13 > Lgsning
2. 2(x+1)=4 > Losning
3. V3x+4 =4 P> Losning
4. 9-x=3 ) Losning
5. 3% =2 > Losning
Forklsedte simple ligninger
Hvad er en forklaedt simpel ligning?
Definition 3:

En forklaedt simpel ligning er en ligning, der kan skrives om til en simpel ligning.

Eksempler:
X+1
2x+3Xx = 10, ax+bx = c, — =2,
x

Losning af forklaedte simple ligninger

For at lose en forklaedt simpel ligning er vores strategi altid den samme:

1. Find en regneregel eller flere, der kan omskrive ligningen til en simpel ligning.
2. Lgs den simple ligning ved brug af udpakningsmetoden.

Det er naturligvis det forste skridt, der er det vanskeligste. Man kan ikke skrive en generel regel op for hvordan man skal gare.
Det er et spargsmal om treening. Jo flere gange man har set det gjort og gjort det selv, jo bedre bliver man til se, hvad der skal
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til. Nedenfor er der et par eksempler. Efter en forklaring af, hvorfor metoden virker, er pointen med resten af kapitlet at se,
hvordan vi kan lase forskellige forkleedte simple ligninger.

p Eksempler
Opgaver
1. Los folgende ligninger:
a. 3x+2=11 P Facit
b. ox-3=1 P Facit
c. 2x>+2=20 J» Facit
d. 2-x=5 P Facit
2. Isolér x i folgende ligninger:
ax+b=c P> Facit
b. (a+bx=c P> Facit
c. % =b P Facit
d. a(x+h)>+k =0 P Facit
3. Isolér variablen med fed:
a. c= % P> Facit
b. Eyin = %mv2 P Facit
c. _m > Facit
n
d mv+myv =P p> Facit
e v=2 P Facit
T
2
f. E=—"%__  p Facit
2
P
o2

I Hvorfor virker metoden?

Hvad vil det sige at lgse en ligning?

Losningsmaengder

For at lgse en ligning, fx 2x+1=5, sa skal man finde mazngden af (reelle) tal, der opfylder ligningen, altsa:
{xeR|2x+1=5}). P> symbolforklaring

Denne mangde kaldes ligningens lgsningsmaengde:

D e f i n i t i o n

En lignings lesningsmangde er mangden af de tal/punkter/funktioner, der opfylder ligningen.

Det forklarer, hvorfor man kalder y = 2x + 1 for ligningen for en linje og y = x* + 2x + 3 for ligningen for en parabel: De to
ligninger har netop folgende lgsningsmanger:

{(x, y) eR?*|ly =2x+ 1} og

{(x, y eR*|y =x*+2x + 3},

som, nar de tegnes ind i et koordinatsystem, er hhv. en ret linje og en parabel.

Losning af ligninger
Nar man ‘lgser en ligning’, finder man en mengde pa formen:

{lesning,, losning,, ..., lesning,},
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som er den samme mangde som lgsningsmaengden.

Eksempel: Lgsningen til ligningen 2x+1 = 5 er x = 2, fordi:

{x e R|2x+1 =5} = {2}.

Hvordan viser man, at to maengder er ens?

For at lose en ligning, skal vi altsd vise, at to meengder er ens. Men hvordan ger man det?

Man bruger folgende tilsyneladende trivielle definition:

Definition: To maengder er ens, hvis de har de samme elementer.

Vi skal altsa vise, at hvis et element tilhgrer den ene mangde, sé tilhgrer det ogsd den anden maengde og omvendt. Med
symboler:

xeAe xeB

Eksempler:

1. For at vise, at lgsningen til ligningen 2x+1 = 5 er x = 2, skal vi altsa bevise, at

xe {xeR|2x+1=5} & x e (2}.

Men det er jo bare en kompliceret méde at skrive

2x+1=5& x=2

Iy

pa.
2. For at bevise, at ligningen x? = 4 har lgsningerne x = -2 og x = 2, skal vi bevise, at

(x eR|x* =4} ={-2, 2}.

Det svarer til at vise,
at
xX’=4 © x=-2vx=2.

Konklusion

For at lose en ligning, skal man lave en kaede af ensbetydende ligninger, der starter med den ligning, man egnsker at lose
og slutter med en ligning pa formen:

x =losning,, x =lesning,, ..., x =lgsning, .
Eksempler:
2x+1=5
g x* =4
2x =4 g
g x=-2vx=2
x=2

Hvorfor er = eller « ikke nok?

I sidste afsnit sa vi, at det at lgse ligninger kreaver, at vi beviser, at en masse ligninger er ensbetydende. I dette afsnit ser vi,
hvorfor det er ngdvendigt, at pilen gér begge veje.

Hvis man kun viser, at pilen gelder den ene vej, viser man kun et af folgende udsagn:

ligning = x =lesning,, x =lesning,, ..., x =lesning,, :
Det viser, at lgsningsmaengden er en delmaengde af {lgsning,, losning,, ..., lesning,}.

For eksempel er 2x + 1=4 = x = 0 v x = 2 korrekt, men lgser ikke ligningen. Det siger kun at lgsningerne er at finde blandt
0 og 2 - ikke om de begge er lgsninger.
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Man finder altsa nogle mulige losninger, men man ved ikke, hvilke der faktisk er lasninger.

ligning < x =losning,, x =losning,, ..., x =lgsning,, :
Det viser, at {losning,, losning,, ..., lesning,} er en delmaengde af losningsmangden.

For eksempel er x* = 4 « x = 2 korrekt, men lgser ikke ligningen. Det siger kun at 2 er en lgsning - ikke at det er alle
losninger.

Man finder altsd nogle losninger, men man ved ikke, om det er alle lgsninger.

Hvornar er to ligninger ensbetydende?

I sidste afsnit s& vi, at det at lgse ligninger kraver, at vi beviser, at en masse ligninger er ensbetydende. I dette afsnit ser vi
p4, hvornar vi kan slutte, at to ligninger er ensbetydende.

Vi har to regler, der gor det muligt for os at slutte, at to ligninger er ensbetydende:

Slutningsregel 1

Regel 1:

Lad f veere en funktion, som har en invers funktion. Sé gelder:

V=Heo f(V)= f(H)

Bevis for regel 1

Regel 1 er korrekt pé grund af vores definition af funktioner: Hvis man putter det samme tal ind i en funktion flere gange, sa fir man altid
det samme ud. Det viser, at

hvis V = H, s& f(V) = f(H).
Den anden vej er sand, fordi f per antagelse har en invers, f~'. For da f* er en funktion, gelder:

Hvis f(V) = f(H),sa V = f7(f(V) = f7(f(H)) = H.

Regel 1 er en pracis formulering af:
' Man ma gore det samme pa begge sider'.
Bemaerk antagelsen! Den betyder for eksempel, at folgende er forbudt:
‘seette i anden pé begge sider’,
‘tage sinus pé begge sider’.

Man ma altsé kun gere noget pé begge sider, hvis man kan fjerne det igen. Det kan man heldigvis med de fleste ting, vi kan
finde p4 at gore.

Det sikreste er at holde sig til de fire regnearter:

Man ma legge til, traekke fra, gange og dividere pé begge sider, hvis blot man ikke ganger eller dividerer med o.

Ovelse

Bevis, at det er sandt.

p Hint
p> Losning

Slutningsregel 2

Regel 2:
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Lad f vaere en funktion og f~* veere dens urbillede. S& geelder:

fV)=He Ve f'H

Bevis for regel 2

Regel 2 er korrekt pa grund af vores definition af urbilleder: Et element (tal), V, ligger i urbilledet af et andet, H, under f hvis og kun
hvis det giver H, nar det indsettes i f. Med symboler:

Vef'H o f(V)=H.

Med ord siger regel 2:
‘Man kan fjerne noget pa den ene side, hvis man gor det modsatte pa den anden side.’
Dette er essensen i udpakningsmetoden!

Bemaerk manglen pé antagelser. Det virker for alle funktioner!

fWV)y=H
oo
Ve fi(H)

Alle ligninger er forklaedte simple ligninger
Lad V = H veere en ligning. Ifelge regel 1 er:

V=H & V-H=o.
V — H er en funktion af den ubekendte. Lad os kalde den ubekendte x og funktionen f. S er:
V-H=0 & f(x)=o.
Vores oprindelige ligning er altsa ensbetydende med den simple ligning f(x) = 0 og derfor en forklaedt simpel ligning!
Hyvis vi kendte alle funktioners urbilleder, ville vi alts& kunne lose alle ligninger i to trin:
1. Brug regel 1 til at traekke hejresiden fra pa begge sider.

2. Brug regel 2 til at pakke x ud.

Andengradsligninger

Vi starter dette afsnit med at f& begreberne ‘standardform’ og ‘lesningsformel’ pd plads. Begreberne illustreres ved brug af
forstegradsligninger. Vi gar derefter i gang med vores egentlige mal, nemlig at lgse andengradsligninger og at bestemme en lgsningsformel til
formalet. Vi ser forst, hvordan man kan tenke sig frem til formlen uden pa forhand at kende den og bagefter, hvordan man let kan bevise
formlen, hvis man allerede kender den.

Hvad er en standardform og en lgsningsformel?

Standardform
Vi starter som sagt med at se pa forstegradsligninger:

Definition: En Jorstegradsligning er en ligning, som kan skrives pa formen
ax+b=o0,a#+o.

ax +b = o kaldes standardformen for forstegradsligninger.

Eksempel: Eksempler pa forstegradsligninger:

2x—-2

2x+1=5, 4x=3x—1, =%

Losningsformel
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Forstegradsligninger er altsa forkledte simple ligninger. Dem ved vi altsd hvordan vi lgser. S& hvorfor skal vi beskeftige os med
forstegradsligninger? Det skal vi, fordi vi bruger dem til at illustrere, hvad det er, vi vil opné med andengradsligninger: Selvom
vi kan omskrive alle forstegradsligninger til standardformen og derefter lose dem ved udpakning, sé gider vi ikke gore det hver
gang. I stedet vil vi udlede en losningsformel, der gor det lettere og hurtigere at lose dem. Ideen er at gennemfore udpaknin-
gen for alle forstegradsligninger pé en gang!

Med en lgsningsformel menes:

Definition: En losningsformel for en ligningstype er en ligning pa formen:
X= ..

hvor x ikke indgar pé hgjresiden og som er ensbetydende med standardformen for ligningstypen.

Vi finder lgsningsformlen for lineaere ligninger ved at bruge udpakningsmetoden pa standardformen:

ax+b = o0
+b 7T l-b
ax = -b
al l/a

x = -=b/a

Bemaerk, at vi gerne mé dividere med a i andet trin i udpakningen, fordi a # o per definition af forstegradsligninger.
Bemerk desuden, at den nederste ligning (x =- g) opfylder kravene i definitionen og derfor er en lgsningsformel.

Vi har altsa nu bevist folgende seetning:

Szetning 1: Losningsformlen for forstegradsligninger er:

Skal man legse en forstegradsligning, skal man altsd bare skrive den pa standardformen, aflaeese a og b og indsette dem i
losningsformlen.

Eksempel
Vi leser ligningen 2x +1 = 0:
Vi starter med at bestemme a og b ved at ssmmenligne med standardformen. Viserata =20gb = 1.

Nu indseetter vi i formlen:

Vi har nu lgst vores ligning!

For at omskrive en ligning, sd den kommer pé standardformen, bruger man typisk forskellige regneregler eller den mere pracise
udgave af folkeskolemetoden, som vi beviste tidligere.

Losning af andengradsligninger

I dette afsnit er det vores mal at udlede en lgsningsformel for andengradsligninger

Hvad er en andengradsligning ?

Definition: En andengradsligning er en ligning, som kan skrives p formen:
ax®>+bx+c=0, a=o.

ax? + bx + ¢ = 0 kaldes standardformen for andengradsligninger.
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E k s e m P 1 e r

£

2x2+3x-7=0, x*=x+7,

3
x 1-x
For vi gdr i gang med at lose andengradsligninger, skal vi lige lere et nyt begreb, nemlig koefficienter:
2x*-8x+6=0

N T 2
koefficienter

Bemerk, at fortegnene horer med til koefficienterne.

Folgende satninger illustrerer korrekt brug af begrebet koefficient:
1. ‘Koefficienten til x er -8.
2. ‘Koefficienten til hgjestegradsledet er 2’

3. ‘Koefficienterne i ligningen er 2, -8 og 6

Losningsformlen for andengradsligninger

Nar vi skal lgse andengradsligninger, bruger vi naturligvis vores generelle lgsningsstrategi. Vi skal derfor lede efter en regneregel
eller flere, der gor det muligt for os at skrive standardformen for andengradsligninger om til en simpel ligning.

Vi ser pa standardformen ax® + bx + ¢ = 0. Vi ser, at venstresiden minder om hgjresiden i forste kvadratsetning. Specielt, hvis vi
saetter x ind:

(x+0)2=x%+20x +02

Vi far i hvert fald tre led pa nzasten den rette form og, vigtigst af alt: x optreeder kun en gang pa venstresiden. Venstresiden kan
altsd indgd i en simpel ligning. Vores plan er derfor: Vi skal finde ud af, hvad vi skal gere ved (x + 0)? for at det bliver lig
med ax® + bx + c.

e
2
Vi mangler altsé bare det sidste led. For at serge for, at det sidste led, som i gjeblikket er a (%) , bliver lig med c,

2
leegger vi simpelthen forskellen mellem ¢ og a (%) til og far:
b\ b \?
a(x+ —) +c—a(—) =ax*+bx+c.
2a 2a

Vi har altsé indset, at standardformen for andengradsligninger kan skrives om til en simpel ligning:

ax*+bx+c=0

g
b \? b\?
a(x+—) +c—a(—) =0
2a 2a

Det er ganske vist en formelt ‘simpel’ ligning, men vi kan vist godt blive enige om, at den er kompliceret. Er man traenet i
udpakningsmetoden kan man desuden se, at vi kommer til at f4 kvadratroden af noget grimt pa grund af brekerne. Inden vi
gér i gang med udpakningen, reducerer vi derfor venstresiden for at slippe af med bregkerne:
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S

(o) vealaa) =o(*5a) +e-elaa)
ax+—| +c-al—| =al——| +c—-al—
2a 2a

2a 2a
_a(2ax+b)2 te—a b*
T (207 (2a0)*
(2ax + b)? b*
== 4c-—
4a 4a
_ (2ax + b)* + 4ac - b*
= 2

Vi setter alle tre led pa en faelles brokstreg.

Vi stér altsd nu med folgende simple ligning, der er ensbetydende med standardformen for andengradsligninger:

(2ax + b)* + gac - b*

o)
4a
Den lgser vi ved udpakning:
(2ax + b)* + 4ac-b* o
4a B
JaaT ! 4
(2ax + b)? + g4ac - b* = 0
aac-b2) T 4 (qac-12)
(2ax + b)? = b* — 4ac
27 v
2ax +b =  +4/b*-4ac
w7 I
2ax = +yb*—gac -b
2a T »L /2a
++/ b*—4ac -b
x = — 4
2a

Vi har nu néet vores mal: En lgsningsformel for andengradsligninger!
Af historiske arsager skriver vi den pa folgende méde:

-b +4/ b* - 4ac

2a

X =

Hvorfor giver denne formel det samme som den formel, viudledte? P> Losning

Bemeerk, at vi ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal og at kvadratroden af o er 0. I tilfaelde af, at tallet under kvadratro-
den er negativt, har ligningen derfor ingen lgsninger, og hvis det under kvadratoden er o, er der kun en lgsning. Da tallet
under kvadratroden altsd bestemmer antallet af lgsninger, har man valgt at give det et navn: diskriminanten. Man bruger
ofte D til at betegne diskriminanten.

Vi har altsa nu bevist folgende saetning:

Saetning 2: Losningsformlen for andengradsligninger er:

Et hurtigt bevis
I sidste afsnit sé vi, hvordan vi kan udlede lgsningsformlen for andengradsligninger uden pa forhénd at kende den. Nér nu vi
kender den, kan vi se, om vi kan finde et andet og forhébentlig mindre besveerligt bevis.
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Undervejs i vores bevis kom vi frem til, at standardformen for andengradsligninger er ensbetydende med folgende simple
ligning:
(2ax+b)>=D.

Nar nu vi ved, at det er rigtigt, kan vi se om vi kan komme frem til den pa en lettere made end vores oprindelige. Ved at gange
parentesen ud og indsztte vores formel for D, indser vi at vi bare kan gore folgende:

e

ax®*+bx +c = o]
i

4a®x® + 4abx + 4ac = 0
i

4a°x® + 4abx + b> = D
i

(2ax + b)? = D
i

X _ -b+ \/3

2a

Vi pakker ud.

Differentialligninger

1 dette afsnit skal vi se, hvordan udpakningsmetoden kan bruges til at lase de forskellige typer differentialligninger, du vil stede pé i gymnasiet.
Har du ikke i forvejen leert om differential- og integralregning, vil du ikke kunne forsta alt i afsnittet. Men det kan alligevel vaere interessant at se
det igennem. Om ikke andet sa for at se, at strukturen pé alle udledningerne er den samme: Forst omskriver vi til en simpel ligning og derefter
pakker vi ud. Det eneste, du mangler, er altsé de regneregler, der gor omskrivningen til en simpel ligning mulig.

Hvad er en differentialligning?

Definition:

En differentialligning er en ligning, hvor den wubekendte er en funktion og hvor den ubekendtes afledte indgér.
En differentiallignings orden er det hgjeste antal gange den ubekendte er blevet differentieret.

Eksempler:
y'=y p> Orden?

y' =xy p> Orden?
y"=k-y p Orden?
yy=y"-x p Orden?

Vi vil kun lgse differentialligninger af forste orden.

Der er tradition for, at bruge en lidt anden notation, nér det geelder variablen (typisk y) i en differentialligning, end den man
normalt bruger, nér man arbejder med funktioner. Det drejer sig specielt om sammensatte funktioner, hvor vi normalt bruger
symbolet o. I stedet for fx foy skriver man f(y), hvilket strengt taget er et problem, da det symbol ogsé kan laeses som * f
gange y’. I praksis giver det kun sjeldent anledning til problemer, men for en sikkerheds skyld, bruger vi konsekvent “ - ”, nar
y indgar i en produktfunktion.

Losning af differentialligninger

Vores forste differentialligninger

I afsnittet om andengradsligninger sa vi, hvordan forste kvadratsetning gjorde det muligt for os at lese andengradsligninger.
Arsagen til, at den kunne det, var, at den ‘laver et x om til to x’er’, alts4, at x kun optraeder en gang pa den ene side af lighedsteg-
net, men to gange pa den anden.

Ser vi pd de regneregler, vi udledte i differentialregning, sd opdager vi to med samme egenskab:
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Diff. af sammensat funktion : (fog)'=(f'og)g'
Diff. af produktfunktion : fo'=f'g+fg'

Vi kan altsé bruge de to regler, nar vi gnsker at slippe af med en forekomst af y. I de to naeste afsnit kommer vi til at se,
hvordan den precis samme strategi, som vi brugte til at lose andengradsligninger, kan bruges til at lgse differentialligninger.

Ovelse

Bevis folgende resultat:

Lemma: (Hjeelpesatning)

Lad f vaere en differentiabel funktion og g vaere en kontinuert funktion. Sa geelder:

1. f-y'=g & y=(§f)"fg
fg

2. fly+fy'=g & y="p

Bemerk at vi bruger folgende notation:

[f = alle stamfunktioner til f.
§f = enstamfunktion til f.

) Losning

Separable differentialligninger

I dette afsnit ser vi, hvordan vi kan lgse separable differentialligninger.

Hvad er en separabel differentialligning?

D e f i n i t i o n

En separabel differentialligning er en ligning, der kan skrives pa folgende form:
y'=P-Qu),

hvor P og Q er kontinuerte funktioner og Q aldrig er o.

Losningsformel for separable differentialligninger

For at lase de separable differentialligninger opdager vi, at vi bare skal adskille (separere) alle y'er pa den ene side af lighedsteg-
net. Det gor vived at P> dividere pa begge sider med Q(y):

y'=P-Qu)
)
Yo
QW) P

Nu kan vi nemlig bruge vores definition af division til at indse, at venstresiden er en funktion pé formen (fog)'=(f'og)-g'.

Hvaderfogg? W Losning
Ved indsattelse og efterfolgende udpakning far vi felgende:

Szetning:

Losningsformlen for separable differentialligninger er:

(e

p> Kort bevis

Tabel over ( 956 )_1

Nar man skal bruge lesningsformlen er folgende tabel nyttig:
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1 -1
o | (¢3)

1 id

id +e

> 1

M
(M - - N S
( ) +te ™M 14

Udledningen af de forste tre sker i ovelserne sidst i afsnittet og den sidste bliver bevist undervejs i lasningen af den logistiske
ligning.

Eksempel:
Vi lgser folgende differentialligning:
y'=ky
Vi setter P = k og Q = id. Formlen giver derfor efter et tabelopslag lasningerne:
fx) = y=(xe)kx+c) = ek =C.e& | C eR.
En praktisk metode (Klassisk separation af de variable)
Det er ikke altid let at bestemme [ 35 é)il. Derfor kan folgende P mellemtrin vaere praktisk:

(b= [

Hvis vi kalder y’s uafthangige variabel for x, er det den klassiske formulering af lasningsformlen’ for separable differential-
ligninger.

Szetning: (Klassisk sep. var.)

Lesningerne til en separabel differentialligning er de samme som lgsniningerne til folgende ligning:

ggQ(%u)dy = fP(x)zlx‘

) Bemzerkning:

I seetningen bruger vi vores definition af integration mht. en funktion.

@velser

Udled de forste tre raekker i tabellen over ( 56 é ) 1 ved at bevise folgende:

1. (95 %) -id
S
-

Lineaere differentialligninger af 1. orden.

I dette afsnit ser vi, hvordan vi kan bruge udpakningsmetoden til at lgse linezre differentialligninger af forste orden.

Hvad er en linezer differentialligning af forste orden?

Definition:
En linezer differentialligning af forste orden er en ligning, der kan skrives pé folgende form:
y'+Py=0q,

hvor P og Q er kontinuerte funktioner.
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Losningsformel for linezre differentialligninger af forste orden

Da vi loste andengradsligninger tog vi udgangspunkt i den af vores regneregler, der mindede mest om venstresiden af standardfor-
men for andengradsligninger, nemlig forste kvadratsetning. Derefter sé vi, hvad vi skulle gore ved regnereglen for at den blev
lig med venstresiden i standardformen.

Vi gor preecis det samme nu: Vi tager udgangspunkt i regnereglen for differentiation af produktfunktioner:
f9'=fg+59g,

fordi det er den, hvis hejreside minder mest om venstresiden i standardformen y'+ P-y = Q. Specielt, hvis vi satter f=y

(ligesom vi satte x ind i forste kvadratseetning):

y-o'=y'o+y-o

Ligesom for andengradsligninger sparger vi os selv: Hvad skal vi gare ved (y-0)' for at fa venstresiden i standardformen?

]

Hvis vi ser pé forste led (y'- o), er det klart, at der er et o for meget. Det kan vi slippe af med ved at dividere med o:

Yo' . o
e A R

Nu passer forste led altsa. Hvis vi nu ser pd andet led (y~ %), der jo gerne skulle veere lig med P-y, s kan vi regne ud,

hvad o skal veere.
p Hvad skal o veere ?

Vi har nu skrevet standardformen y' + P-y = Q for linezre differentialligninger af forste orden om til en simpel ligning:

e,
efP
Vi kan derfor finde lgsningsformlen ved udpakning. Gar det!
Resultatet er:
S ® t n i n g
Losningsformlen for lineere differentialligninger af forste orden er:
Jeet”
gl

p Kort bevis

En praktisk metode til losning af forste ordens linezre differentialligninger

Sommetider er det let at geette en losning til en 1. ordens lineer differentialligning, men svert at finde alle lgsninger, fordi
integralet i losningsformlen er for svaert at bestemme. I den situation er folgende omskrivning af lasningsformlen nyttig:

P $P P
y:er :er +c:9§Qe ,c

efP e$? ef? ef?

=yo+ce ¥ | ceR.

Man skal altsa bare leegge ce 7 til sin lgsning (y,) for at bestemme alle lgsninger.

Bemeerk, at ce ¥ er den fuldsteendige logsning til den sékaldte ‘homogene ligning’ (den hvor Q = 0):

y' +P-y=o.

Logistiske ligninger
I dette afsnit ser vi, hvordan vi kan lase logistiske ligninger ved brug af separation af de variable og udpakningsmetoden.

Hvad er en logistisk differentialligning?

D e f i n i t i o n

En logistisk differentialligning er en ligning, der kan skrives pa folgende form:
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y'=ayM -y,

hvor a og M er konstanter.

Losningsformel for logistiske ligninger

Ud fra definitionen ser vi, at logistiske ligninger er separable med P =a og Q = - (M - -). Vi kalder y’s uafthangige variabel for
X, bruger klassisk separation af de variable og pakker efterfglgende ud:

y' = ay(M -y)
0
9§;dy = fadx
yM -y)
g
M M
—In|— - 1‘ = p————dy = Madx = Max+c
y 9§y(M—y) Y /
o1 L -0
In| M _ 1‘ = —-Max -c
y
In7 Le
M — 1‘ — e—Max—c
Yy
[o]T l+o
M -1 — ke—Max
Yy
-17 I +1
M = ke Max 4 1
y
M7 LM
1 _ ke Max 4 4
y - M
1 1
| L
M
= — , keR
Y ke Max 4
) M 1 1 y
p—M—q =56—+ dy = njy| - In|M - =1n‘ ‘
Sgy(M—y) Yy y T lyl - In| Yl M-y
M M
:ln‘;‘ :1n1—1n‘— —1|:—ln — —1‘
M/y-1 Yy y
Vi har altsa nu vist felgende saetning:
S & t n i n g

Lesningsformlen for logistiske differentialligninger er:

Af: Jan Agentoft Nielsen, lektor, ph.d. - Redkilde gymnasium
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