Planimeter
I dette projekt skal du lave dit eget apparat til at bestemme arealer. Et si dant apparat kaldes et planimeter.

Konstruktion

Find dit LEGO frem og byg noget, der minder om fglgende:

al

LIEETTT

Din figur behgver ikke ligne den pi billedet ret meget. Det eneste vigtige er et gummihjul, der peger hen mod en spids.

Brug
1. Tegn et omri de pi et stykke papir, som ikke er bredere end planimeteret.
2. Tegn en streg fra midten af omri det og ud til et sted pi kanten af omri det.
3. Sad spidsen af dit planimeter i midten af omri det og tegn et punkt ved hjulets placering.
4. For spidsen langs med linjen ud til kanten af omri det, hele vejen langs kanten af omri det og tilbage langs linjen til midten af omri det.
5. Tegn et punkt ved hjulets nye placering.
6. Mi | afstanden mellem de to punkter, du har tegnet, og gang den med laasngden af dit planimeter (altsi afstanden mellem hjulet og spidsen).
7. Resultatet er med god tilnaamelse lig med arealet af omri det!
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Forklaringen pi , hvorfor vores planimeter virker, kan skrives ultra kort pi falgende mi de:

A=A-B = Agerstraget = rotation - L =x-L

Hver del bliver forklaret og vist i det falgende:



2| Planimeterprojekt.cdf

1. Farst viser vi, at det areal, som planimeteret stryger over, er lig med det areal A, vi gnsker at bestemme, minus arealet B af
et andet omri de.
A-B = onerstmget

Forklaring

1 stedet for planimeteret med dets hjul og saelige bevaagelse, ser vi farst pi en mere generel situation: Vi ser pi en pind, der bevages rundt
pi en plan flade og tilbage til udgangspositionen. Vi vil interessere os for arealet af det omri de, som pinden bevaager sig over.

Hvis pinden bevaager sig over et omri de i én retning, betragter vi arealet som positivt, mens hvis pinden bevagger sig over omri det i den
modsatte retning, si betragter vi arealet som negativt. Idéen er illustreret pi figuren nedenfor, hvor vi kan taake pi det bli areal (der hvor
pinden bevagyer sig nedad) som negativt og det rgde areal (der hvor pinden bevaager sig opad) som positivt.

Folu

Da pinden bevaager sig i begge retninger henover det lilla omri de, bidrager det omri de ikke til det samlede areal, fordi arealet af det bi de
bliver lagt til og trukket fra. Det samlede areal bliver derfor arealet af det rede omri de minus arealet af det bli omri de. Altsi :

Aoverstroget = A - B

Vi vil gerne bruge dette resultat til at forsti , hvorfor vores planimeter virker. Men vi har et problem: Planimeteret vender ikke tilbage til
udgangspositionen efter at spidsen har bevagget sig rundt. Hjulet har flyttet sig, ni r spidsen vender tilbage til midten af omri det. Men vi
kan tvinge planimeteret tilbage til udgangspositionen ved at holde spidsen fast og flytte hjulet tilbage til startpunktet (langs cirkelbuen
med radius L og centrum i midten af omré det). Det er illustreret pi falgende figur, hvor man ogsi kan se hjulets bane:

k2l vis planimeter [/ figur Fdﬂ

2. Si viser vi, at B = 0, hvilket medfgrer, at det overstragne areal er lig med det areal, vi gnsker at bestemme.

A=A-B

Forklaring

Vi ser pi , hvordan vores planimeter bevagger sig hen over omri de B: ‘
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Ved at flytte pi skyderen, kan man se, at det store bli trekantede omri de i alt overstryges en gang nedad og de to smi trekanter i alt
overstryges en gang opad. Si hvis de to smi trekantede omri der tilsammen er lige si store som det store trekantede omri de, si er B = 0!

Det er klart, at der mé findes et punkt inde i omri det, som opfylder, at hvis man starter der, si giver hjulets bane et omri de, hvis areal er

nul. Det vil fare for vidt at undersgge praeis, hvor det punkt befinder sig, men i praksis er det fornuftigt at strade efter at starte i midten af
omri det, da det typisk resulterer i, at omri dets areal bliver tag pi nul.

Vi har altsi vist, at med et korrekt valg af midtpunkt, si er

hvormed

3. Derefter viser vi, at det overstrggne areal er lig med laangden, som et nyt hjul placeret pi planimeteret drejer rundt, ganget
med laangden af planimeteret.

Agverstraget = rotation - L

Forklaring

Vi har indtil nu indset, at det areal, vi gnsker at bestemme, A, er lig med det samlede areal, som planimeteret bevager sig over. | dette
afsnit er det vores mi I, at finde en smart mi de at bestemme dette areal.

Vi ser igen pi en vilki rlig pind, da planimeterets hjul ikke har nogen betydning for argumentet.

Idéen er, at sadte et hjul pi pinden. Hjulet skal sidde vinkelret pi pinden, si det kun kan rulle vinkelret pi pindens retning (altsi vinkelret
pi vores planimeters hjul).

Det smarte ved at sadte hjulet pi den mi de er, at man kan bestemme arealet af omré det, som pinden har bevaaget sig over, ved at aflase,
hvor meget hjulet har drejet. For at se hvordan hjulets rotation kan bruges til at bestemme arealer, ser vi pi to forskellige mi der at bevasge
pinden pi : 1. Forskydning parallelt med udgangspositionen og 2. Rotation om en af enderne.

1. Hvis man flytter sin pind, si den hele tiden er parallel med udgangspositionen, overstryger pinden et omri de med form som et af dem i

folgende figur:
———= &3]
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Ved at taske pi omri derne som besti ende af en masse vandrette linjestykker, kan man overbevise sig om, at de tre omri der har samme
areal, fordi linjestykkerne kan forskydes vandret uden at aandre pi arealet. De har derfor alle samme areal som rektanglet, nemlig:
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Areal = h-L

Da hjulet kun registrerer bevasgelse vinkelret pi pinden og dermed ikke registrerer bevaagelsen sidelaas, er hjulets samlede rotation lig
med hgjden af omré det. Vi skal derfor blot gange hjulets samlede rotation med pindens laagde for at bestemme arealet af det overstragne
omré de. Altsi :

Aforskydning = rotation - L

2. Hvis man drejer pinden omkring et af dens endepunkter, fi r man fglgende

N
U

Hjulets rotation er dermed lig med laangden af den stiplede buelasgde. Kalder vi hjulets afstand fra endepunktet for I, si er hjulets
rotation derfor givet ved:

. vinkel
I ion=1-
otatiol 360°
Vi kan nu udtrykke det overstrggne areal ved hjulets rotation:
Avotation = L2 - v;gl(()(:l =7al?. m = rotation - konstant

Det overstrggne areal er derfor proportionalt med hjulets rotation.

Det viser sig, at man kan betragte enhver bevagelse af en pind som en kombination af en rotation og en forskydning, og at man kan
betragte hver del for sig, si vi altsi kan tamke pi det samlede overstrggne areal som summen af det samlede arealet fra forskydninger og
det samlede areal fra rotationer. Altsi

onerstmget = Afurskydmng + Arotatlon

Det vil fgre for vidt at dykke ned i detaljerne i dette, men man kan forestille sig, at man deler en bevaagelse ind i 'uendeligt' smé skridt, hvor
man i hvert skridt enten roterer eller forskyder.

Hvis vi nu igen taaker pi en pind, som flyttes rundt og tilbage til udgangspunktet, si bliver den samlede rotation lig med nul! Pinden
bliver drejet undervejs, men for at komme tilbage til udgangspunktet, bliver den ngdt til at blive drejet tilbage. Derfor er Aotation = O 0g
hjulets rotation pi grund af pindens rotation er ogsi nul, fordi Aqation €F proportional med hjulets rotation.

Efter hele bevagelsen er det overstrggne areal dermed lig med det samlede areal fra forskydning, og al rotation af hjulet skyldes kun
forskydning. Vi har altsi :

Aoverstraget = Aforskydning = rotation- L
Den opmaaksomme lasser undrer sig méi ske over, hvorfor bidraget fra forskydning af pinden ikke bliver nul, ni r pinden vender tilbage til

udgangspunktet, ni r bidraget fra rotation af pinden gar. Det skyldes, at forskydningsarealet aadrer sig, ni r pinden drejes. Det er
illustreret pi fglgende figur:
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4. Dernasst viser vi at det nye hjuls rotation er lig med laangden x af et buestykke.

rotation = x

Forklaring

Vi har indtil nu indset, at det areal som en pind stryger over, er lig med lasngden af pinden ganget med rotationen af et hjul, som er
placeret vinkelret pi pinden.

Vi tager nu en pind med samme laangde som vores planimeter og sadter et hjul fast samme sted som hjulet pi vores planimeter, men drejet
90 grader, si det i stedet for at pege hen mod spidsen peger vinkelret pi den. Vi flytter nu pinden pi praeis samme mi de som vores
planimeter og holder gje med rotationen af hjulet.

Da hjulet pi planimeteret forhindrer enhver forskydning vinkelret pi pinden, si registrerer hjulet ingen rotation mens den anden ende af
pinden bevagyer sig. Farst ni r vi flytter hjulenden op til udgangspunktet, drejer hjulet rundt. Hjulet roterer derfor laangden af buestykket x

pi figuren nedenfor:
D- figur I 1 d 3 |

Rotation = x

Det gnskede areal er derfor praeis x - L, hvis vi har valgt et punkt i omri det, si det bli omri de har areal nul.

Til sidst konkluderer vi det gnskede:

Forklaring

Vi har nu givet mening til og vist hver del af udsagnet fra begyndelsen af afsnittet:

A= A-B = Agverstraget = rotation - L = x-L
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Vi har derfor vist det gnskede:
A=x-L

Undervejs har vi indset, at ligheden kun holder, hvis man vadger midten af omri det pi en mi de si B = 0, og hvis man mi ler afstanden
mellem hjulets start- og slutpunkt langs cirkelbuen med centrum i det valgte midtpunkt og ikke langs den rette linje, som vi gjorde.

Begge dele giver anledning til usikkerhed, ni r man bruger planimeteret i praksis, men hvis omri det ikke er alt for stort i forhold til
langden af planimeteret, er laangden af den rette linje en god tilna@melse til laangden af cirkelbuen, og hvis man starter i omri dets
massemidtpunkt er B meget taet pi nul. Usikkerheden forbundet med at falge kanten af omré det bliver st den primaae & rsag til

usikkerhed.
Us vis tal D figur jdl 3
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