Regression

| dette projekt ser vi pi , hvordan man kan opstille en matematisk model for ssmmenhaagen mellem to stgrrelser ud fra mi linger af dem.

Hvad er regression?

Ni r man i de naturvidenskabelige fag udfarer et eksperiment, fi r man ofte et datasae besti ende af samhgrende mi linger af to
starrelser. Lad os kalde starrelserne x og y. St kan vi se vores datasag som en samling punkter, hvor punkternes koordinater
svarer til samhgrende mi linger. Disse punkter kalder vi mi lepunkter. Vi kan derfor visualisere vores datasad ved at tegne
ma lepunkterne ind i et koordinatsystem, hvorved vi fi r noget i stil med fglgende figur:

Formi let med eksperimentet er ofte at efterprgve en teoretisk sammenhaag mellem x og y, som stammer fra en matematisk
model for det, man undersgger. Denne sammenhaang er nasten altid en af de fire, vi si pi i kapitlet om sammenhaange. | det
kapitel st vi, at vi altid kan oversadte en af de fire typer sammenhamge til en lineaa sammenhaang. Vi kan derfor i det falgende
g ud fra, at vi gnsker at efterprgve en lineaa sammenhaag mellem x og y.

I praksis ligger mi lepunkterne ikke prais pi en ret linje. De vil ligesom pi figuren ovenfor ligge lidt spredt. Dette skyldes de
forskellige fejlkilder, som man bruger en del tid pi at diskutere i de naturvidenskabelige fag. Det er altsi (ikke ngdvendigvis)
et tegn pi, at teorien/modellen er forkert.

Vores mi | i dette kapitel er at bestemme den linje, der passer bedst med mi lepunkterne. Denne linje kalder man ogsi bedste
rette linje 7 tendenslinjen eller fegressionslinjen 7 Vi starter med at definere, hvad vi vil mene med at en linje passer
bedst 7 Det farer til mindste kvadraters metode. Vi gnsker desuden at kunne sige noget om, hvor sikre vi er pi , at der er en
lineaa sammenhaang mellem x og y. Til det formi | indfgrer vi forklaringsgraden.

Generelt bruger man ordet regression, ni r man bestemmer den kurve af en given type, som bedst passer med nogle punkter.
At udfere regression handler altsi om at tilpasse kurver til punkter.

Mindste kvadraters metode

Introduktion til metoden

I dette afsnit ser vi pi den mest almindelige form for regression, nemlig lineaa regression med mindste kvadraters
metode. Hele afsnittet tager udgangspunkt i falgende figur:
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Hvordan skal jeg bruge figuren?

1.
2.
3.

4.

5.

A bn dette afsnit i linkbogen, st du kan se figuren og forklaringen samtidigt.
Vadg farst dit bud pi den bedste rette linje ved at vadge haddning og begyndelsesvaardi med skyderne.

Begrund dit valg: hvorfor netop den linje? Prgv at formulere din begrundelse pi en mi de, si du kan vagre sikker pi, at alle vil finde frem til praeis
samme linje som dig, hvis de hgrer din begrundelse.

Du fandt sandsynligvis ud af, at det er sveat at forklare sin begrundelse sazlig praeist i 3. Den metode som NSpire, Maple, Excel og alle andre
regneprogrammer bruger til at bestemme den bedste rette linje kaldes mindste kvadraters metode. Klik pi ¥is kvadrater 7 Metoden fungerer
ved at minimere det samlede areal af de kvadrater, du nu ser. Kvadraternes samlede areal kaldes kvadratsummen.

Taak over, hvorfor det er en fornuftig metode at minimere kvadratsummen. Fx ved at overveje fglgende spgrgsmi I:
a. Hvad svarer sidelaangden af kvadraterne til i forsgget?

b. Hvorfor sadte sidelaagderne i anden? Hvilken betydning har det for punkter, der ligger langt fra linjen?

Forsgg nu at gere kvadratsummen endnu mindre ved at aandre pi skyderne. Husk at du kan holde Alt nede for at finjustere og Alt og Shift tasterne
nede for at justere ekstra fint.
Ni r du mener at have fundet den haddning og den begyndelsesvagrdi, der gar kvadratsummen mindst, si gi videre til naste trin.

. Klik nu pi 'Vis regressionslinje'. Den rgde linje er den linje, der har den mindste kvadratsum. Fandt du den samme?

. Uanset om du fandt regressionslinjen eller ej, si kan du nok godt se at ovensti ende er en besvaglig og langsommelig proces. | de naste afsnit ser vi

pi, hvordan man kan bestemme formler for den optimale hagddning og begyndelsesvaardi, si man slipper for at prgve sig frem pi denne mi de.

. Vikan ogsi bruge figuren til at forsti , hvor idéen til bestemmelse af formlerne kommer fra:

Klik farst pi Nulstil og si pi Plot kvadratsum 7 Denne tredimensionelle graf kan du rotere ved at traskke i den. Du kan zoome ved at holde Alt-
tasten nede, mens du trakker, og du kan flytte kameraet ved at holde shift-tasten nede mens du trakker.

Det smarte ved denne graf er, at vi kan visualisere kvadratsummen og hurtigt se, hvad der er den optimale haddning og begyndelsesvaardi: Det er
dem, der svarer til det punkt, som svarer til den laveste kvadratsum. Altsi det punkt, der ligger i bunden af $kilen?

Ved at flytte pi skyderne kan du flytte det bli punkt, der svarer til dit valg af haddning (a) og begyndelsesvaardi (b). Punktet flytter sig langs den
rode kurve, ni r du andrer pi a og langs den bli, ni r du aendrer pi b.

Ved at eksperimentere med forskellige kameravinkler og vaadier for a og b, kan man overbevise sig om, at det punkt, der svarer til den optimale
haddning og begyndelsesvaardi er det eneste punkt, der bi de ligger i bunden af den rgde og den bli kurve. Det er denne egenskab, vi
bruger, ni r vi senere udleder formlerne for regressionslinjens haddning og begyndelsesvaadi ved brug af differentialregning.

Vi oversadter altsi problemet med at bestemme den bedste rette linje til problemet med at bestemme minimum for en funktion. Vi er si
heldige, at det at bestemme minimum for en funktion er en af standardteknikkerne i differentialregning.

Proportionalitetsregression

Som opvarmning til generel lineaa regression, ser vi farst pi det simplere problem med at bestemme den rette linje gennem
(0, 0), som bedst tilnaagmer et datasaet {(x;, y)}L;. Vi ser altsi i farste omgang bort fra friheden til at vedge begyndelsespunk-

tet.

Med bedst tilnaamer menes hele tiden den linje, hvis kvadratsum er minimal.

I rigtig mange tilfadde er det faktisk den mest relevante form for regression, da rigtig mange sammenhaange i naturvidenskab
er proportionalitetssammenhamge.

Problemet lgses ved brug af fglgende sagning:

S ES] t n i n g
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Den linje gennem (0, 0), der bedst tilnaamer et dataseet {(x;, yi)}iL;, har en haddning, a,e,, givet ved:

ZXiYi

x?

Areg =

Bevis 1 (differentialregning)

Vi ser pi kvadratsummen (summen af kvadraterne pi afvigelserne) som funktion af linjens haddning a:
S(@) = X(y; —ax;)? = Zy? - 2azy;x; + a2Zx?
For at finde den vaerdi af a, der ggr S(a) mindst, lgser vi ligningen S'(ayey) = O:

ZXiYi

2

S'(@reg) = 0 & 23y, X; +28regIX? = 0 & Areg =

Vi kunne ogsi have brugt toppunktsformlen, da S(a) er et andengradspolynomium.

Bevis 2 (vektorprojektion)

Problemet med at finde den bedste rette linje gennem (O, O) er akvivalent med at finde det tal a,5, Som minimerer [|ax — y||, hvor x er
vektoren (Xy, X2, ... , Xn) 0g Yy er vektoren (yi, Ya, ... , Yn). Dette indser man ved at se pi summen af kvadratet pi afvigelserne fra bevis 1 og
sammenligne med formlen for lagden af en vektor. Men den lasgde er jo netop mindst, ni r ax er projektionen af y pi x ifalge vores
sagning om projektionsvektorer. Vi vadger altsi :

Ilustration

Falgende figur viser regressionslinjen for forskellige datasadt og illustrerer ogsi oversadtelsen til andengrads-polynomier.

y
1F .
- X
1
a J
Vis kvadrater D Plot kvadratsum D
Vis regressionslinje D Nulstil D

Hvordan skal jeg bruge figuren?

1. Du kan trakke i punkterne for at flytte dem.
2. Klikker du ikke pi et punkt, skaber du et nyt punkt (svarende til en ny mi ling).
3. Klik fgrst pi ¥is regressionslinje "og lav si en hi ndfuld punkter, som ligger nogenlunde pi en ret linje.
a. Trak et af punkterne rundt for at fi en fornemmelse for, hvilken betydning de enkelte punkter har for regressionslinjen.

b. Undersgg om der er forskel pi at flytte et punkt vandret og lodret. Har den ene retning starre betydning for regressionslinjen end den anden?
Hvad svarer en vandret/lodret aandring til i et forsgg?
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c. Har punkterne med stor x-koordinat starre betydning end dem med lille x-koordinat? (Prgv at flytte et punkt lodret bi de omkring x = 4 og
omkring x = 0. Hvor sker der mest med linjens haddning?) Kan du finde en teoretisk forklaring pi denne forskel? (Mé ske kan det hjame at
klikke pi Tegn kvadrater J.

d. Huvis et punkt ligger langt fra den linje, som de andre punkter med god tilnaarmelse ligger omkring, hvad sker der si med regressionslinjen?
Hvad bgr det fi af betydning for dine fysik/kemi/biologi-forsgg?

4. Klik nu pi Plot kvadratsum 7 Frem kommer grafen for kvadratsummen som funktion af a, altsi den som vi i bevis 1 kaldte S(a). Bemaak at grafen
er en parabel. Det bl punkt svarer til hagddningen, som man kan vadge med skyderen.

Regressionslinje gennem et punkt
Med en lille smule mere arbejde kan vi tvinge regressionslinjen gennem et vilki rligt punkt i stedet for (0, 0):

L e m m a

Den linje gennem (o, Yo), der bedst tilnagmer et datasad {(x;, yi)}iL;, har en haddning, a,eg, 0g begyndelsesvaedi, byeg, givet ved:

_ Z(Xi —X0)(Yi —Yo)

Areg = , breg = Yo —aregXo
(X — Xo)?

Bevis

Pi nedensti ende figur kan man se, at datasadtet svarer til en forskydning af datasaetet {(x;, yi)}i; med Xo enheder til
venstre og Yo enheder nedad. Det store sorte punkt er (Xq, Yo) 0g det store rgde er (0, 0).

Xo

(]

Yo

()

Nulstil [ ]

Haddningen af den linje gennem (xo, Yo), der bedst tilnaamer {(x;, yi)}iL,, har derfor samme haddning som den linje gennem (0, 0), der
bedst tilna@mer{(x; — Xo, Yi — Yo)}}L;. Fra vores sagning om proportionalitetsregression, fi r vi derfor som gnsket:

Z(Xi —X0)(¥i — Yo)

a, =
T 2 -x0)?

Da regressionslinjen gi r i gennem (o, Yo) kan vi bruge vores formel for begyndelsesvaadien til at bestemme byeg:

Dreg = Yo — aregXo

Ilustration

Fglgende figur illustrerer regression gennem et vilki rligt punkt (det store). Du kan flytte punkterne, lave nye og fjerne
punkter. For at fjerne punkter skal du holde Alt (PC) eller Cmd (Mac) tasten nede.
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Lineaer regression
I dette afsnit bestemmer vi den rette linje, som bedst tilnaamer et datasag {(x;, yi)}L,. | forhold til sidste afsnit er det nye altsi
at vi nu kan vadge linjens begyndelsesvazdi (skaging med y-aksen) frit. Den fglgende sagning lgser vores problem. Bemagk,

at x betyder gennemsnittet af x-vaardierne ()”( = %)

Saetning

Den linje, der bedst tilnagmer et datasat {(x;, yi)}iL;, har en haddning a,eq 0g begyndelsesvaardi byeg givet ved:

2(xi ~X)(yi-Y)

Z(Xi — )2)2 ’ breg = )7* aregf(

Areg =

Bevis 1 (differentialregning)

Vi ser pi kvadratsummen (summen af kvadraterne pi afvigelserne) som funktion af linjens haddning a og begyndelsesvaadi b:
S(a, b) = X(y; — (ax; +b))? = Zy? + a?5x? + nb? - 2(aZy;x; + bZy;) +2abzx;

Ved at se pi grafen for S(a, b):

i
N
a
b
a — b ———
Vis minimumspunkt D Nulstil D

kan vi se, at (areq, breg) Svarer til det eneste punkt, som ligger i bunden af bi de den rgde og den bli kurve, som er graferne for funktionerne
S(o, b)0og S(a, ©). areg er derfor minimumsstedet for S( ¢, breg) 0g breg €r Minimumsstedet for S(areg, ©). Da bi de S(o, Dreg) 09 S(@reg, ©)

kun afhaanger af en variabel, ved vi hvordan vi bestemmer deres minimumssteder: Differentier og sag lig 0. Vi har derfor falgende

ligningssystem:
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ds
0= a(areg, Dreg) = 28regZX? — 22y, X; + 2DregZXi
ds
0= %(aregx breg) = anreg - 22yi +2aregzxi
Vi kunne nu bruge en af vores teknikker til lgsning af to ligninger med to ubekendte til at fi falgende Igsning:

nZini = ZinXi
nx? - (2x;)? '

Zyi = aregExi
n

Areg =

breg =

Derefter ville det bare vaare et spargsmi | om symbolmanipulation at komme frem til det gnskede.
| stedet for den ret tekniske vej, vadger vi i stedet falgende mere elegante:
Af den anden ligning i ligningssystemet falger:

Iy, —AregZXi -~

Dbreg = = =Y—AregX & Y = aregX +Dreg

Punktet (>'< 9) ligger derfor pi regressionslinjen. Dermed giver lemmaet om regressionslinjer gennem et punkt det gnskede:

Z(xi —X)(yi-Y)

e S T - %P

Bevis 2 (vektorregning)

aAreg 0g byeg er de vaardier af a og b som minimerer [ly — (ax + b1)|[2 = ||(y — ax) — b1|?. Ifalge seeningen om vektorprojektion er vektoren
breg1 derfor projektionen af y — ayegx pi 1. Derfor er:

(Y — regX) - 1 _ 2(Yi — regXi) _ 2Y; — AregZXi - -
12 Tz n =Y T regX

breg =

Dvs. ¥ = aregX + breg, hvilket betyder, at punktet (f( )7) ligger pi regressionslinjen. Dermed giver lemmaet om regressionslinjer gennem et
punkt det gnskede:

-1 -9)

e T S X

Ilustration

Falgende figur viser regressionslinjen for forskellige datasad:

Tegn kvadrater D Stort format D Nulstil D

Hvordan skal jeg bruge figuren?

1. Du kan trakke i punkterne for at flytte dem.

2. Klikker du ikke pi et punkt, skaber du et nyt punkt (svarende til en ny mi ling).
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3. Prov at lave en hi ndfuld punkter, som ligger nogenlunde pi en ret linje.
a. Trak et af punkterne rundt for at fi en fornemmelse for, hvilken betydning de enkelte punkter har for regressionslinjen.
b. Undersgg om der er forskel pi at flytte et punkt vandret og lodret. Har den ene retning starre betydning for regressionslinjen end den anden?

Hvad svarer en vandret/lodret aandring til i et forsgg?

c. Har punkterne med stor x-koordinat stgrre betydning end dem med lille x-koordinat? Sammenlign med proportionalitetsregression. Prgv at
forklare forskellen.

d. Huvis et punkt ligger langt fra den linje, som de andre punkter med god tilnaarmelse ligger omkring, hvad sker der si med regressionslinjen?
Hvad bgr det fi af betydning for dine fysik/kemi/biologi-forsgg?

4. Flytter man pi et punkt, opdager man typisk, at bi de haddning og begyndelsesvaardi andrer sig. Er det altid tilfaddet? Prov at eksperimentere dig
frem til en aandring af et punkt, der kun resulterer i en aandring af begyndelsesvaardien. Prgv derefter kun at aadre pi haddningen. Kan du give en
teoretisk forklaring? Prgv at tage udgangspunkt i formlerne for regressionslinjens haddning og begyndelsesvaadi.

Forklaringsgraden

Vores mi | i dette afsnit er at indfgre en starrelse, som vi kan bruge som indikator pi, hvor sikre vi kan vagre pi, at der er en
lineaa sammenhaang mellem de mi Ite starrelser x og y. Vi kan naturligvis ikke hi be pi at kunne sige noget om en i rsagssam-
menhaang mellem de to starrelser - vi kan kun udtale os om hvorvidt mi lepunkterne med tilnaamelse kan siges at ligge pi en
ret linje.

Vi har falgende yderligheder:
Pi den ene side: Regressionslinjen er en vandret linje. | si fald tyder det pi, at der ingen sammenhaag er mellem x og y, fordi
vores bedste bud pi en sammenhamg er en vandret linje, svarende til at y slet ikke afhamger af x.

Pi den anden side: Regressionslinjen er skri og punkterne ligger praeis pi den. | si fald er vi helt overbeviste om, at der er en
lineaa sammenhaag mellem starrelserne.

I det farste tilfadde vil vi altsi vaae 0% sikre pi, at der er en lineaa sammenha:g mellem stgrrelserne og i det andet ville vi
vaae 100% sikre.

En starrelse som opfylder, at den er 0% = O, ni r regressionslinjen er vandret og 100% = 1, ni r den er skri og punkterne ligger
pi den er den si kaldte forklaringsgrad (r?), som er defineret pi falgende mé de:

Definition 1
2 o Gl = e kvadratsum(regressior?sl_inje) _ i 7(aregxi~+2breg))2
kvadratsum(vandret linje: y =y) S(yi-Y)

Falgende figur kan bruges til at undersgge forklaringsgraden for forskellige datasest:

Forklaringsgrad = 0.961942
y

Nulstil D

Hvordan skal jeg bruge figuren?

1. Du kan flytte pi punkterne, tilfgje punkter eller fijerne punkter. For at fjerne et punkt skal du holde Alt (PC) eller Cmd (Mac) tasten nede ni r du
klikker pi punktet.
2. Undersgg om det passer, at forklaringsgraden er 0, ni r regressionslinjen er vandret, og 1, ni r den er skrd og punkterne ligger pragis pi den.

3. Eksperimentér dig frem til en gramse for, hvor stor du mener, forklaringsgraden skal vaare, far man med rimelighed kan sige, at der er tale om en
lineaa sammenhaang.
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